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Ïÿòíèöà, 10 èþëÿ 2015 ã.

Çàäà÷à 1. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî S òî÷åê íà ïëîñêîñòè áóäåì íàçûâàòü ñáàëàíñèðîâàííûì,
åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê A è B èç ìíîæåñòâà S íàéäåòñÿ òî÷êà C èç ìíîæåñòâà S
òàêàÿ, ÷òî AC = BC. Ìíîæåñòâî S áóäåì íàçûâàòü ýêñöåíòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ òðåõ
ðàçëè÷íûõ òî÷åê A, B è C èç ìíîæåñòâà S íå ñóùåñòâóåò òî÷êè P èç ìíîæåñòâà S òàêîé, ÷òî
PA = PB = PC.

(à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî n > 3 ñóùåñòâóåò ñáàëàíñèðîâàííîå ìíîæåñòâî, ñîñòî-
ÿùåå èç n òî÷åê.

(á) Íàéäèòå âñå öåëûå n > 3, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñáàëàíñèðîâàííîå ýêñöåíòðè÷íîå ìíî-
æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n òî÷åê.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå âñå òðîéêè (a, b, c) öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêèå, ÷òî êàæäîå èç
÷èñåë

ab− c, bc− a, ca− b

ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè.

(Ñòåïåíüþ äâîéêè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âèäà 2n, ãäå n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.)

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ABC � îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì AB > AC. Ïóñòü Γ� îêðóæ-
íîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî íåãî, H � åãî îðòîöåíòð, à F � îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç âåð-
øèíû A. Ïóñòü M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. Ïóñòü Q � òî÷êà íà îêðóæíîñòè Γ òàêàÿ, ÷òî
∠HQA = 90◦, à K � òî÷êà íà îêðóæíîñòè Γ òàêàÿ, ÷òî ∠HKQ = 90◦. Ïóñòü òî÷êè A, B, C, K
è Q ðàçëè÷íû è ëåæàò íà îêðóæíîñòè Γ â óêàçàííîì ïîðÿäêå.

Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ KQH è FKM , êàñàþòñÿ äðóã
äðóãà.
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Çàäà÷à 4. Ïóñòü Ω � îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, à òî÷êà O � åå öåíòð.
Îêðóæíîñòü Γ ñ öåíòðîì A ïåðåñåêàåò îòðåçîê BC â òî÷êàõ D è E òàê, ÷òî òî÷êè B, D, E è C
âñå ðàçëè÷íû è ëåæàò íà ïðÿìîé BC â óêàçàííîì ïîðÿäêå. Ïóñòü F è G � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
îêðóæíîñòåé Γ è Ω, ïðè ýòîì òî÷êè A, F , B, C è G ëåæàò íà Ω â óêàçàííîì ïîðÿäêå. Ïóñòü K
� âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BDF , è îòðåçêà AB.
Ïóñòü L � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà CGE, è îò-
ðåçêà CA.

Ïóñòü ïðÿìûå FK è GL ðàçëè÷íû è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà X ëåæèò
íà ïðÿìîé AO.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R → R,
óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó

f
(
x+ f(x+ y)

)
+ f(xy) = x+ f(x+ y) + yf(x)

äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x è y.

Çàäà÷à 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . öåëûõ ÷èñåë óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) 1 6 aj 6 2015 äëÿ âñåõ j > 1;

(ii) k + ak ̸= ℓ+ aℓ äëÿ âñåõ 1 6 k < ℓ.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà b è N òàêèõ, ÷òî∣∣∣∣∣
n∑

j=m+1

(aj − b)

∣∣∣∣∣ 6 10072

äëÿ âñåõ öåëûõ ÷èñåë m è n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ n > m > N .
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